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数学を楽しむ： 

単位分数の和が１(その２) 
西山豊 

 

１．n=42 に対する 27 通りの解 

 20 年以上も考え続けている問題がある．それは１を単位分数の和に分割す

るとき，分母が 2 桁以下の異なる数に限定すれば，最大何個の単位分数となる

かという問題だ．これを式で表せば，つぎのようになる． 

 ai を 0 < a1 < a2 < ⋯ < an ≤ 99 である自然数とするとき， 

1 = ∑
1

ai

n

i=1

 

を満たす n の最大数を求めよ．たとえば 

1 =
1

2
+

1

3
+

1

6
 

ならば，n=3 である． 

 この問題は 20 数年前に『数学セミナー』の「エレガントな解答をもとむ」

に出題したのが最初である[1]．その時の読者の解答は，単位分数の組み合わ

せの違いはあっても n=42 が最大であった．そして，n=42 が最大であり n=43

が存在しないかを証明した人は誰もいなかった．それ以来，私は長い間，この

問題にいつか決着をつけねばと気になっていた． 

 最近，この問題の解決に向けて大きな前進があった．東京都にお住いの西山

輝夫さんから，項の数が 42 個の場合は 25 通りの解があるという手紙を頂い

た．その方法は以下の通りである．まず 2 桁の数について解に関係する数と，

関係しない数にわけるのである．これは経験的なもので，試行錯誤で解を求め

た過程で一度でも出てきた数を，「使える数」とする．それはつぎの 50 個であ

る． 

13, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 26, 

27, 28, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 38, 39, 

40, 42, 44, 45, 48, 50, 52, 54, 55, 56, 

57, 60, 63, 65, 66, 70, 72, 75, 76, 77, 

78, 80, 84, 85, 88, 90, 91, 95, 96, 99 

50 個の中から 7 個を除いて 43 個として，それらの単位分数の和が１になる

かを調べる．その結果，7 個のぞいて 43 個の合計が１になる例はなく，8 個の

ぞいて 42 個の合計が１になる例は 25 通り見つかったという． 

 すべての数に注目するのではなく，使える数と使えない数に分けたのは氏

のアイデアであり，私の方で確認してみたところ，これら 25 通りの解が正し

いことがわかった． 
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「エレガントな解答をもとむ」の出題に対して，解答者のひとり森茂氏は

n=42 に対して 27 通りの解があると示された[1]．ただし詳細は示されていな

かった．それで，私は 25 通りではなく，あと 2 通りの解があるのではと考え

た． 

西山輝夫氏は，14 と 16 は，今までの例に現れていないので使える数から省

いたとしている．しかし，3 項分解で， 

1

9
=

1

14
+

1

35
+

1

90
 

のように，14 は単位分数分解の過程で右辺に現れる数であるので，使える数

に 14 を加えて 51 個とし，その中から 9 個除いて計算することにした． 

 すると 14 を含む別の解がひとつ見つかった．これで 26 通りの解が見つか

ったことになるが，森茂氏の言う 27 通りが正解だとすると，あと 1 通りは何

なのだろうか．使える数 51 個に何を加えればよいのだろうか．使える数を 10

から 99 の 90 個として，そこから 48 個除いて求める方法もあるが，自分のパ

ソコンの性能では不可能であるし，このような強引な方法は数学愛好家とし

ては避けたいものだ． 

どの数を使える数として加えたらよいのか．いくら思案してもよい方法が

見つからない．それで，この問題で以前に手紙を頂いた，新潟県にお住いの大

関浩二さんに尋ねてみることにした．すると，すぐに返事のメールが来て，さ

らに別の解を教えていただいた．それは 1/12 の項が含まれた解，つまり使え

る数に 12 を加えたものであった．1/13 より値が大きい数 1/12 であった． 

 以上，使える数 51 個に 12 を加えた 52 個とし，52 個から 10 個除いて残り

の 42 個の単位分数の和が１になるかを計算すると，27 通りの解が見つかっ

た．これで森茂氏が解は 27 通りあるとしたことに一致したことになった． 

 

２．使える数と使えない数 

使える数を 52 個としたが，それでは使えない数の 47 個はどのような数で

あろうか． 

 1 から 99 までの数は 99 個ある．このうち 1 から 11 までの 11 個の数は，最

初から「使えない数」として除外することにする．なぜなら 1/1 は n=1 のみの

解であり，1/2, …, 1/11 は値が大きく，数として採用されると単位分数の項

を増やすためには貢献しないからだ．それで 12 以上の数を検討するのが妥当

である． 

全体が 99 個で，最初から除外するのは 11 個，使える数は 52 個であったの

で， 

99-11-52=36 個 

が使えない数である．この 36 個を示すとつぎのようになる． 

16, 23, 25, 29, 31, 37, 41, 43, 46, 47, 

49, 51, 53, 58, 59, 61, 62, 64, 67, 68, 

69, 71, 73, 74, 79, 81, 82, 83, 86, 87, 
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89, 92, 93, 94, 97, 98 

 この 36 個にはどのような数が含まれているのだろうか．まず，素数に注目

すると，23 以上の素数はすべて使えない数となる．その個数はつぎの 17 個で

ある． 

23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 

67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 

これ以外に素数は 13, 17, 19 の 3 個があるが，これらは 1/13, 1/17, 1/19 と

して単位分数の分解過程で現れる．素数が使えるのは 19 までということにな

る． 

 また，素数ではないが，素数 p の 2 倍，3 倍，4 倍(2p, 3p, 4p)に使えない

数がある．それらは以下の 13 個である． 

2p（7 個）：46, 58, 62, 74, 82, 86, 94 

  3p（4 個）：51, 69, 87, 93 

  4p（2 個）：68, 92 

さらに， n2 の形をした数で使えない数に次の 5 個がある． 

16, 25, 49, 64, 81 

ただし，36 は n2 の形をしているが使える数である．そして，n2 を 2 倍した数

で使えない数に 98 の 1 個がある（ 98 = 2 × 72）． 

 このようにして使えない数は，17+13+5+1=36 個となる．素数や素数を含む

数がなぜ使えないかについての証明は省略する．読者は考えてみること． 

３．二項分解と三項分解 

ここで単位分数に分解する方法を説明しておこう． 

1 =
1

2
+

1

3
+

1

6
 

の場合は，1/3 と 1/6 は， 

1

3
=

1

4
+

1

12
 

1

6
=

1

7
+

1

42
 

のように 2 つの単位分数に分解されるので， 

1 =
1

2
+ (

1

4
+

1

12
) + (

1

7
+

1

42
) 

となる．分解は二項分解と三項分解が基本であるので，それを説明しよう． 

【二項分解】 

単位分数の分母 n が n = a × b と分解できたとする．ただし，a, b は１を含

んでもよいこととする．すると，つぎの２つの単位分数に分解できる． 

1

n
=

1

a × b
=

a + b

(a × b)(a + b)
 

                            =
1

b(a + b)
+

1

a(a + b)
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たとえば， 3 = 1 × 3であるので， 

1

3
=

1

1 × 3
=

1 + 3

(1 × 3)(1 + 3)
 

              =
1

3(1 + 3)
+

1

(1 + 3)
=

1

12
+

1

4
 

となる． 

【三項分解】 

 単位分数 1/n がつぎのように３つの単位分数に分解されたとする． 

1

n
=

1

a
+

1

b
+

1

c
 

たとえば，この式で成り立つ整数は， 

1

12
=

1

26
+

1

39
+

1

52
 

であるが，これを見つけるのはちょっと難しい．それにはつぎのように考える

とよい． 

分母の  n が最小公倍数となるような 3 つの数 a, b, c を見つけることがキーで

ある． 1/12を例にして三項分解を求めて見よう．最小公倍数が 12 となるよう

な 3 つの数に 3, 4, 6 がある．3 つの数の合計は 3 + 4 + 6 = 13である．単位分

数 1/12の分子と分母に 3 + 4 + 6 = 13を掛ける．12 は 3, 4, 6 の最小公倍数であ

るから，3/12, 4/12, 6/12 は分子，分母が約分できて分子が 1 となる． 

1

12
=

3 + 4 + 6

12 × (3 + 4 + 6)
=

3

12 × 13
+

4

12 × 13
+

6

12 × 13
=

1

4 × 13
+

1

3 × 13
+

1

2 × 13

=
1

52
+

1

39
+

1

26
 

これを一般式で書くとつぎのようになる． 

1

n
=

a + b + c

n(a + b + c)
=

a

n(a + b + c)
+

b

n(a + b + c)
+

c

n(a + b + c)
 

ここで，a, b, c の最小公倍数が  n であるから，n は a, b, cでそれぞれ割り切れる．

つまり，a/n, b/n, c/n は分子が 1 になる．これらの分母に (a + b + c)を掛けた

ものは単位分数となる． 

二項分解や三項分解の方法は，これ以外にも存在する．また，四項分解，五

項分解も考えられるが，その多くは二項分解と三項分解の組み合わせで得ら

れる．このような二項分解や三項分解は，いくつでも作ることができる．紙と

鉛筆で求めてもよいが，本格的に調べようとするなら，表計算ソフトを使って

すべてをリストアップしたほうがよい． 

 

４．27 通りの解の相互関連 

 ところで，項の数は最大いくつまで増やすことができるのだろうか．この答

えは以前に計算したことがあり，それは 62 である[2][3]．不等式は 
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1log
11

log
1

 


n
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となる． 

単位分数の分母が大きいほど項数を増やせるから，分母が 99 から始めて小

さいほうに進むとして，つまり


99 1

ni i
を考えて，この値が１を越えない場合の最

大の  nを求めてみる．すると 

1

38
+

1

39
+ ⋯ +

1

98
+

1

99
< 1 

となり，99 − 38 + 1 = 62より 62 が項数の上限となる．実際はこのように連続し

た値をとらないが，数値的に見れば最大 62 項ということになる． 

表 1 は項の数を n=42 としたときの 27 通りの解の一覧表である．この表か

ら次のことが読み取れる．52 個の使える数のうち，21 個は 27 通りのすべて

の解に含まれる数である． 

17, 26, 32, 33, 34, 40, 44, 48, 50, 55, 

56, 66, 75, 76, 77, 80, 84, 85, 88, 91, 

96 

また，12 と 14 は１つの解にだけ現れ，19 と 57 は 3 つの解にだけ現れる稀

な数である． 

 27 通りの解は互いにどのようにつながっているのだろうか．たとえば，1 番

目の解は 

12, 17, 21, 22, 24, 26, 27, 30, 32, 33, 

34, 35, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 48, 50, 

52, 54, 55, 56, 60, 63, 66, 70, 72, 75, 

76, 77, 78, 80, 84, 85, 88, 90, 91, 95, 

96, 99 

であり，2 番目の解は 

13, 17, 18, 21, 22, 24, 26, 27, 32, 33, 

34, 35, 38, 40, 42, 44, 45, 48, 50, 52, 

54, 55, 56, 60, 63, 65, 66, 70, 72, 75, 

76, 77, 78, 80, 84, 85, 88, 90, 91, 95, 

96, 99 

である．これらで違う数を下線で示すと， 

12, 30, 36, 39 と 13, 18, 45, 65 

になる．そして，これら異なる 4 個の数は 

1

12
+

1

30
+

1

36
+

1

39
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            =
1

13
+

1

18
+

1

45
+

1

65
=

199

1170
 

の関係式がなりたつ．27 通りの解は，互いに 2 個から 5 個の数を入れ替える

ことで全体がつながっている． 
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表１．n=42 に対する 27通りの解 

No 12 13 14 15 17 18 19 20 21 22 24 26 27 28 30 32 33 34 35 36 38 39 40 42 44 45

1 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

2 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

3 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

4 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

5 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

6 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

7 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

8 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

9 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

10 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

11 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

12 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

13 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

14 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

15 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

16 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

17 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

18 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

19 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

20 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

21 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

22 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

23 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

24 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

25 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

26 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

27 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

1 7 1 7 27 14 3 18 20 25 25 27 25 10 20 27 27 27 25 19 24 20 27 25 27 22

No 48 50 52 54 55 56 57 60 63 65 66 70 72 75 76 77 78 80 84 85 88 90 91 95 96 99

1 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

2 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

3 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

4 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

5 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

6 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

7 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

8 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

9 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

10 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

11 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

12 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

13 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

14 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

15 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

16 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

17 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42

18 ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ 42
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